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Was ist eine Datenstruktur?

,organisierte Art Daten zu speichern und nutzbar zu machen”
~ sehr schwammiger Begriff!

F B
Fiir uns: was soll passieren

» Interface: Spezifikation von Operationen API
= abstract data type (ADT)

Beispiel: Union-Find

application programming interface

Implementierung eines Interface:

welche Daten werden gespeichert (oft: Invarianten)
(pro Operation) Algorithmus, der Spezifikation erfiillt

Beispiel: QuickUnion  “wie machen wir das

N
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Gute algorithmische Ideen sind zeitlos!

» Euklidscher Algorithmus fiir ggT
» von ~ 300 v. Chr.
» i.W. unverdndert in Verwendung
static int gcd(int p, int q) {

if (q == 0) return p;
else return gcd(q, p % q);

» Mergesort (siehe Unit 7)
> 1945 beschrieben

» Programmiersprachen und Computer von damals und heute haben wenig gemeinsam

» trotzdem ist Mergesort einer der besten Sortieralgorithmen, damals wie heute

~ Wie sollen wir ,Algorithmen fiir die Ewigkeit” formulieren?

» sicher nicht in einer proprietdren Sprache, die nur fiir eine aktuelle Maschinengeneration funktioniert . . .
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> konkrete Programmiersprachen spiegeln Restriktionen aktueller Hardware und
Performance-Tradeoffs wider

> 7.B. maximale Arraygrofe in Java: 23! —1 ~~ auch maximale String-Lange

» maximale Code-Grofse einer Methode: 64 KB (kompilierter Bytecode)

» Werden oft Java-Implementierung unserer abstrakten algorithmischen Idee angeben

» Java-Code als eindeutige Beschreibung der Idee

» Algorithmus bleibt aber die Idee, nicht der (potentiell Java-spezifisch beschréankte) Code
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» Was n genau ist, hangt vom Problem ab
» Teil der Problembeschreibung
> Beispiele:
» 3SUM: n = Anzahl Zahlen in der Eingabe
» Union-Find: N = Anzahl Objekte, M = Anzahl von union und find Aufrufen

~ [Kosten eines Algorithmus A sind eine Funktion in n]

(n—-2)(n-1)n
6

S

> Beispiel: Brute-force 3SUM Algorithmus hat Laufzeit T'(1) =
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Datenmodelle

Fiir viele Algorithmen ist selbst bei festem 1 die Laufzeit datenabhéngig. In der Algorithmik
verwendet man deshalb einfache Datenmodelle (Annahmen an Daten):

& >

>

Worst-Case-Performance:
Betrachte stets die fiir diesen Algorithmus schlimmste Eingabe der Grofie n

Best-Case-Performance:
Betrachte stets die fiir diesen Algorithmus giinstigste Eingabe der Grofse n

Average-Case-Performance:
Bestimme den Durchschnitt/Erwartungswert fiir eine zufillige Eingabe der GrofSe n

Kosten wieder nur eine Funktion in 7
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> meist nicht praktikabel (riesiges Programm mit allen Fillen hard-coded)

» aber nach Algorithmen-Definition nicht verboten &
grof3e Errungenschaft der Informatik!

¥ verhindert jegliche Unméglichkeits-Ergebnisse (“lower bounds”)

(= Beweise, dass algorithmisches Problem nicht schneller als mit gewisser Laufzeit 16sbar ist)

~~  Brauchen Asymptotik um Suche nach optimalen Algorithmen sinnvoll zu definieren
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» Java: 321 bit, da int eine 32 Bit Zahl ist.
= typische Wortgrifie aktueller Hardwarehgf}::ftlze“r:;njt“;; P

» Theorie: Zahl im Bereich 0..M braucht [1d(M + 1)] bits
also n - [1d(M + 1)] bits

» Wenn M Kklein ist, wiirden wir aus Effizienzgriinden trotzdem 32-bit ints wahlen.

~+ héngt von der Grofle der Zahlen ab!

12
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Wir denken ja aber asymptotisch . .. was ist denn bitte ,nlgr;o int”“?  Immer noch 32 Bit?
» Allgemeine Version: Halten Wortbreite w variabel (ein Parameter der Maschine)
~» Mit w-Bit Zahlen kénnen wir wie mit int rechnen (Addition in O(1))
» Fiir grofsere Zahlen miissen wir Algorithmen wie das schriftliche Addieren bemiihen

Aber: Da int auch Indizes und Lange von Arrays (allgemein: Speicheradressen) beschreibt,
konnen wir nur Eingaben bis Grofie n < 2% verarbeiten!

> Einziger Ausweg: Wortbreite w muss mit n wachsen(!)

» tiibliche Annahme: |w = O(logn)

~ Das heifit, unsere Maschine wichst mit den Eingaben mit!? =
Wie ergibt das Sinn?
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Arbeitsspeichergrofie iiber die Zeit

Arbeitsspeicher ist gute Niherung fiir grofite Eingabegrdfien

SpeichergroBe (Bytes)

Grofse des Arbeitsspeicher (RAM) fiir typische Systeme

100 GB |-

1GB |-

1KB |-

T T T T T
Workstation (128GB)

Zephyrus (32GB)

iMac M1

Dell Dim. 4100

Mac II fx

UNIVACI ApplelI

Manchester Bab altaseo

\
1940

| | | | | | | | |
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
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Wortbreite iiber die Zeit

Entwicklung der Wortbreite w in der gleichen Zeit (https://en.uikipedia.org/viki/Mord_(conputer architecture))

Wortbreite w (Bits)

64

W
N

=
(o)}

o]

Wortbreite diverser Computersysteme (1941-2026)

Zuse Z3
o

IBM 7030

Cray-1

Intel 4004

e
Apple M1

\
1940

|
1950

1970

1980

|
1990

|
2000

\
2010

|
2020

2030
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w = O(logn)!
Das Verhiltnis von log, n und w ist recht stabil ~ w = O(logn) ist plausibel!

Wortbreite vs. Speichergrofie diverser Systeme (1947-2026)

I I I
Athlon 64 &
O

CDC 6600

60 |-

40 |-

Baby (1947)
[

o
Power Mac G4

20

Wortbreite w (Bits)

0 Intel 4004 | | | | |

5 10 15 20 25 30 35
log, (Speichergrofie in Bytes)

Farbe = Erscheinungsjahr (von blau zu rot)

40
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Word-RAM

Falls es auf solche Details ankommt, ist w = @(log 1) die ,richtige” Annahme

~» mit ,kleinen” (polynomiell beschrdnkten) ganzen Zahlen kénnen wir in Konstantzeit
rechnen

~> mit ,grofien” ganzen Zahlen ist die Laufzeit von der Anzahl Ziffern abhangig
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Word-RAM

Falls es auf solche Details ankommt, ist w = @(log 1) die ,richtige” Annahme

g

mit , kleinen” (polynomiell beschrédnkten) ganzen Zahlen kénnen wir in Konstantzeit
rechnen

mit ,groflen” ganzen Zahlen ist die Laufzeit von der Anzahl Ziffern abhangig

kann zu einem vollstindigen, mathematischen Modell eines einfachen, abstrakten
Computers ergdnzt werden

» dhnlich zu modernen RISC-Prozessorényaber Wortbreite w und unbegrenzter Speicher

» erlaubt neben arithmetischén Operationen auch Bit-weise Operationen
ETOMIEEREL 106, "Wt el BTy

Stan in der Algorithmik-Forschung;:
s - it =
dag Word-RAM Modell YRAM'= random access machine, nicht Arbeitsspeicher)

17



5.5 Kostenmodelle



Was kostet ein Algorithmus?

Typischerweise interessiert uns fiir einen Algorithmus bzw. Worst-Case-Eingabe der Grofe 1

» die Laufzeit (auf einem Computer und mit einer Eingabe)
—_—

» der Speicherbedarf (zusitzlich zur Eingabe)

18



Was kostet ein Algorithmus?

Typischerweise interessiert uns fiir einen Algorithmus bzw. Worst-Case-Eingabe der Grofe 1

> di& Laufzeit fauf einem Computer und mit einer Eingabe)

» der Speicherbedarf (zusitzlich zur Eingabe)

Prézise Laufzeit fiir mathematische Analyse und Verstindnis ungeeignet

» hingt von vielen Details der Hardware und Implementierung ab
» nicht perfekt reproduzierbar

» sehr miihselig bis unméglich genau zu analysieren

18



Abstrakte Kostenmafie

~+ Suchen stattdessen ein abstraktes Kostenmag fiir einen Algorithmus

» (nahezu) proportional zur tatsdchlichen Laufzeit ~- erlaubt Prognosen!
» zihlt Vorkommen von diskreten Events (z.B. Anzahl Ausfiihrungen einer Code-Zeile)
~+ exakt reproduzierbar, hardwareunabhéngig

> (hoffentlich) leicht(er) zu analysieren
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Abstrakte Kostenmafse

~+ Suchen stattdessen ein abstraktes Kostenmag fiir einen Algorithmus

> (nahezu)proportional zur tatsdchlichen Laufze\ti erlaubt Prognosen!

» zihlt Vorkommen von diskreten Events (z.B. Anzahl Ausfiihrungen einer Code-Zeile)

~+ exakt reproduzierbar, hardwareunabhéngig
» (hoffentlich) leicht(er) zu analysieren
Beispiel: Union-Find

> KostenmaB: Arrayzugriffe (insbesondere auf ia() )
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Zusammenfassung

Durch die Formulierung konkreter Modelle wird die Analyse von Algorithmen auf ein
solides Fundament gestellt

» Datenmodelle fiir die Eingaben
» Maschinenmodelle fiir die erlaubten Algorithmen

» Kostenmodelle fiir das Mafi, das wir optimieren mochten

~~ Voraussetzung fiir wissenschaftlichen Vergleich von Algorithmen (algorithm science)
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