Marburg Department of Computer Science
University Prof. Dr. Sebastian Wild

Date: 2025-10-24

Version: 2025-10-24 01:47

Ubungsblatt 2 zur Vorlesung
Effiziente Algorithmen (Winter 2025/26)

Abgabe: Bis 2025-10-31 18:00, on ILIAS.

1. Aufgabe 10 + 10 Punkte

Beweisen Sie die folgenden Aussagen, jeweils fiir n — oo.
a) Sei P(n) = ag+ ain + --- + apn® ein beliebiges Polynom mit a > 0.
Dann gilt P(n) ~ agn*.

b) Fiir alle o, e € R gilt n® € o(n®**).

2. Aufgabe 10 + 10 + 20 + 20 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Behauptungen, jeweils fiir n — oo.
a) 227 ~4n,
b) {/n = o(1).
c) Fir beliebige Funktionen: f,¢g: N — R gilt f(n) = O(g(n)) oder g(n) = O(f(n)).
d) (n+m)* e 0(n?) fir me O(1).

3. Aufgabe 10 4 20 + 20 + 10 Punkte

In der Vorlesung wurden mehrere Losung fiir das Maximum Subarray Problem vor-
gestellt. In dieser Aufgabe sollen Sie eine Losung fiir die 2-dimensionale Variante des
Problems erarbeiten. Die Definition fiir das 2D Maximum Subarray Problem ist wie
folgt:

Gegeben sei eine ganzzahlige n x n Matrix M, sodass M|i, j] mit 0 < 4,5 < n den Wert
der Matrix in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte liefert. Sei z(x1,xp) = > 2, M][i, k]
die Summe der Zeilen x; bis x;, der k-ten Spalte der Matrix. Ferner sei S(x1, zp, Y1, yq) =
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Z?iyl zi(x1,zp) die Summe der Submatrix von M der Spalten y; bis y, mit jeweils den
Zeilen x bis z,. Bestimmen Sie die Koordinaten der maximalen Submatrix Spax in M,

d.h.
Smax = {('Ilal‘paylayq) ’ v(x/hx;ﬂyllay;) : S(:Ela'xpaylayq) > S(xllax;nyllay:])}

Sie finden die Code Basis fiir diese Aufgabe auf der Kurswebseite. Ferner ist die Code
Basis auch eingebettet in diesem PDF (letzteres konnte bei einigen PDF Viewern nicht
funktionieren):

[SubArrayProbIem.java]

Anmerkung: Spax gibt eine Menge zuriick, im Code und in dieser Aufgabenstellung reicht
es eine mogliche Losung zuriickzugegeben.

a) Die bruteForce Methode der SubArrayProblem Klasse liefer eine (sehr naive) Lo-
sung fir 2D Maximum Subarray Problem zuriick. Geben Sie eine moglichst kleine
obere Schranke in O-Notation fiir den bruteForce Algorithmus an. Begriinden Sie
Thre Losung.

b) Beschreiben Sie textuell einen Algorithmus, welcher das Problem in Zeit O(n?)
16st.

Hinweis: Sie konnen die ©(n) Losung fiir das 1-dimensionale Problem aus der
Vorlesung verwenden. Begriinden Sie die Laufzeit Threr Losung.

c¢) Implementieren Sie die Ihre Losung aus b) in einer Methode efficient in der
Klasse SubArrayProblem.

d) Erstellen Sie in der Klasse SubArrayProblem ein geeignetes Experiment, um die
Laufzeiten von bruteForce und efficient experimentell zu ermitteln. Plotten
Sie einen Vergleich der Ergebnisse und beschreiben Sie diese.

4. Aufgabe 30 Punkte

Wir betrachten einen Stack S der die folgenden Operationen unterstiitzt:
1. PusH(S,x): Legt das Element = auf den Stack S.
2. Por(S): Entfernt das oberste Element vom Stack S.
3. MurT1PoP(S, k): Entfernt die obersten k& Elemente vom Stack S.

Push und Pop haben eine Laufzeit von O(1), d.h. eine Sequenz von n Push- oder Pop-
Operationen hat eine Laufzeit von O(n). MuLTIPoP entfernt die (maximal) obersten k
Elemente des Stacks S der grofie s in einer Folge von Pop-Operationen und hat entspre-
chend die Kosten min(s, k).
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SubArrayProblem.javaimport java.util.Objects;

public class SubArrayProblem {

    /**
     * Code for 1-dimensional Max Subarray Problem
     */

    static class Result {

        private int start, sum, end;

        Result(int sum, int start, int end) {
            this.sum = sum;
            this.start = start;
            this.end = end;
        }

        public void setValues(Result result){
            this.start = result.start;
            this.sum = result.sum;
            this.end = result.end;
        }

        public void setValues(int sum, int start, int end){
            this.sum = sum;
            this.start = start;
            this.end = end;
        }

    }

    private static Result maxSubarrayProblem(int[] arr){
        Result result = new Result(arr[0], 0, 0);
        Result currentResult = new Result(arr[0], 0, 0);

        for (int i = 1; i < arr.length; i++) {
            int extendedSum = arr[i] + currentResult.sum;

            if(arr[i] > extendedSum){
                currentResult.setValues(arr[i], i, i);
            } else {
                currentResult.sum = extendedSum;
                currentResult.end = i;
            }

            if (currentResult.sum > result.sum) {
                result.setValues(currentResult);
            }
        }
        return result;
    }

    /**
     * Code for 2-dimensional Max Subarray Problem
     */

    static class SubMatrix {

        private final int xStart, xEnd, yStart, yEnd;

        SubMatrix(int xStart, int xEnd, int yStart, int yEnd) {
            this.xStart = xStart;
            this.xEnd = xEnd;
            this.yStart = yStart;
            this.yEnd = yEnd;
        }

        @Override
        public boolean equals(Object o) {
            if (this == o) return true;
            if (o == null || getClass() != o.getClass()) return false;
            SubMatrix subMatrix = (SubMatrix) o;
            return xStart == subMatrix.xStart && xEnd == subMatrix.xEnd && yStart == subMatrix.yStart && yEnd == subMatrix.yEnd;
        }

        @Override
        public int hashCode() {
            return Objects.hash(xStart, xEnd, yStart, yEnd);
        }

        @Override
        public String toString() {
            return "SubMatrix{" +
                    "xStart=" + xStart +
                    ", xEnd=" + xEnd +
                    ", yStart=" + yStart +
                    ", yEnd=" + yEnd +
                    '}';
        }
    }

    static class SubMatrixSum {
        private final SubMatrix subMatrix;
        private final int sum;

        SubMatrixSum(SubMatrix subMatrix, int sum) {
            this.subMatrix = subMatrix;
            this.sum = sum;
        }

        @Override
        public boolean equals(Object o) {
            if (this == o) return true;
            if (o == null || getClass() != o.getClass()) return false;
            SubMatrixSum that = (SubMatrixSum) o;
            return sum == that.sum && Objects.equals(subMatrix, that.subMatrix);
        }

        @Override
        public int hashCode() {
            return Objects.hash(subMatrix, sum);
        }

        @Override
        public String toString() {
            return "SubMatrixSum{" +
                    "subMatrix=" + subMatrix +
                    ", sum=" + sum +
                    '}';
        }
    }

    private static void validateMatrix(int[][] matrix){
        int rowMax = matrix.length;
        int colMax = matrix[0].length;

        if(rowMax != colMax) {
            throw new IllegalArgumentException("Matrix is not quadratic");
        }

        for (int i = 0; i < rowMax; i++) {
            if(matrix[i].length != colMax) {
                throw new IllegalArgumentException("Matrix size is invalid");
            }
        }
    }

    private static int subMatrixSum(SubMatrix subMatrix, int[][] matrix){
        int sum = 0;
        for (int x = subMatrix.xStart; x <= subMatrix.xEnd; x++) {
            for (int y = subMatrix.yStart; y <= subMatrix.yEnd; y++) {
                sum += matrix[x][y];
            }
        }
        return sum;
    }

    public static SubMatrixSum bruteForce(int[][] matrix) {
        validateMatrix(matrix);

        int rowMax = matrix.length;
        int colMax = matrix[0].length;
        int sum = Integer.MIN_VALUE;
        SubMatrix result = null;

        for(int xStart = 0; xStart < rowMax; xStart ++){
            for (int xEnd = 0; xEnd < rowMax; xEnd++) {
                for (int yStart = 0; yStart < colMax; yStart++) {
                    for (int yEnd = 0; yEnd < colMax; yEnd++) {
                        SubMatrix currentSubMatrix = new SubMatrix(xStart, xEnd, yStart, yEnd);
                        int currentSum = subMatrixSum(currentSubMatrix, matrix);
                        if(currentSum >= sum){
                            result = currentSubMatrix;
                            sum = currentSum;
                        }
                    }
                }
            }
        }

        return new SubMatrixSum(result, sum);
    }

    private static SubMatrixSum efficient(int[][] matrix){
        //TODO 1.4c)
        return null;
    }

}
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Wir wollen nun eine Sequenz von PusH-, Popr- und MuLTIiPoP-Operationen auf einen
initial leeren Stack betrachten. Da der Stack héchstens die Hohe n hat, hat MULTIPOP im
Worst-Case die Laufzeit O(n). Entsprechend hat eine Folge von n dieser drei Operationen
héchstens die Laufzeit O(n?). Diese obere Schranke ist allerdings nicht sehr nah an den
tatsachlichen Kosten.

Bestimmen Sie die amortisierten Kosten mit der Potentialmethode: Bestimmen Sie ei-
ne geeignetes Potential ®, welches den Stack D;, der nach Anwendung er i-ten Stack-
Operation entsteht, die nicht-negative Zahl ®(D;) zuordnet. Berechnen Sie damit die
amortisierten Kosten der drei Stack-Operationen und folgern Sie eine niedrigere obere
Schranke fiir die Kosten von n Operationen als die urspriinglichen O(n?).
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